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Аннотация. Рассматривается параметрическая задача вида

f(x, y)→ inf, x ∈M,

где M — выпуклое замкнутое подмножество гильбертова или равномерно выпуклого про-
странства X, a y — параметр, принадлежащий топологическому пространству Y. Для
этой задачи определено множество ε -оптимальных точек:

aε(y) = {x ∈M | f(x, y) ≤ inf
x∈M

f(x, y) + ε},

где ε > 0. Обсуждаются условия полунепрерывности и непрерывности многозначного
отображения aε. С использованием методов проекции градиентов и линеаризации получе-
ны теоремы о существовании непрерывных селекций многозначного отображения aε. Од-
ними из основных предположений этих теорем являются выпуклость функционала f(x, y)

по переменной x на множестве M и непрерывность производной f ′x(x, y) на множестве
M×Y. Приводятся примеры, подтверждающие существенность принятых предположений,
а также примеры, иллюстрирующие применение полученных утверждений к оптимизаци-
онным задачам.
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Abstract. The article considers a parametric problem of the form

f(x, y)→ inf, x ∈M,

where M is a convex closed subset of a Hilbert or uniformly convex space X, y is a parameter
belonging to a topological space Y. For this problem, the set of ε -optimal points is given by

aε(y) = {x ∈M | f(x, y) ≤ inf
x∈M

f(x, y) + ε},

where ε > 0. Conditions for the semicontinuity and continuity of the multivalued mapping aε
are discussed. Using gradient projection and linearization methods, we obtain theorems on the
existence of continuous selections of the multivalued mapping aε. One of the main assumptions
of these theorems is the convexity of the functional f(x, y) with respect to the variable x

on the set M and continuity of the derivative f ′x(x, y) on the set M × Y. Examples that
confirm the significance of the assumptions made are given, as well as examples illustrating the
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Введение

Исследование зависимости экстремальных значений функционала и множеств соот-
ветствующих аргументов от параметра — одна из основных задач математической теории
чувствительности (см., например, [1]). В прикладных оптимизационных задачах целевой
функционал, как правило, бывает известен с некоторой погрешностью. Погрешность так-
же возникает при численном решении задач оптимизации. Таким образом, естественно
возникает вопрос о нахождении «почти оптимального» элемента, т. е. элемента, в котором
значение минимизируемого функционала мало отличается от экстремального. Соответ-
ственно, при рассмотрении вопросов чувствительности следует исследовать зависимость
от параметра множеств «почти оптимальных» аргументов. Именно этой проблеме посвя-
щена настоящая работа.

1. Вспомогательные сведения

Напомним вначале некоторые известные понятия многозначного анализа (подробнее
см., например, [2]), используемые в работе.

Пусть X, Y — топологические пространства, a : X → 2Y многозначное отображение с
замкнутыми значениями. Это отображение называют полунепрерывным сверху в x0 ∈ X,
если для любой окрестности N(a(x0)) множества a(x0) существует окрестность N(x0)

точки x0 такая, что
a(x) ⊂ N(a(x0)) ∀x ∈ N(x0).

Отображение a называют полунепрерывным снизу в x0, если для любого y0 ∈ a(x0) и
любой окрестности N(y0) точки y0 существует окрестность N(x0) точки x0 такая, что

a(x) ∩N(y0) 6= ∅ ∀x ∈ N(x0).

Если отображение полунепрерывно сверху и снизу в x0, то его называют непрерывным
в этой точке. Отображение, полунепрерывное сверху (полунепрерывное снизу, непрерыв-
ное), во всех точках x0 ∈ X называют полунепрерывным сверху (полунепрерывным снизу,
непрерывным).

Селекцией многозначного отображения a : X → 2Y называется такая однозначная
функция y(x), что y(x) ∈ a(x) при всех x ∈ X. Условия существования непрерывной
селекции дает следующая классическая теорема Э. Майкла [3].

Теорема 1.1. Пусть X — паракомпактное пространство, Y — банахово простран-
ство, a : X → 2Y — полунепрерывное снизу многозначное отображение с выпуклыми
замкнутыми значениями. Тогда для любых x0 ∈ X, y0 ∈ a(x0) существует непрерыв-
ная селекция y(x) отображения a такая, что y(x0) = y0.

В дальнейшем нам потребуется еще следующий известный результат о непрерывной
зависимости от параметра неподвижной точки сжимающего однозначного отображения
(см. [4, Теорема II. 3.7, с. 203]).

Теорема 1.2. Пусть X — полное метрическое пространство, Y — топологическое
пространство, и отображение v : X×Y → X непрерывно. Если при некотором k ∈ [0, 1)

выполнено
ρ(v(x1, y), v(x2, y)) ≤ kρ(x1, x2) ∀y ∈ Y ∀x1, x2 ∈ X,



О СУЩЕСТВОВАНИИ НЕПРЕРЫВНЫХ СЕЛЕКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ 287

то существует такая непрерывная функция u : Y → X, что

u(y) = v(u(y), y) ∀y ∈ Y.

2. Условия непрерывности многозначного отображения aε

Пусть X и Y — топологические пространства, M — некоторое подмножество из X.

Пусть f(x, y) — вещественный функционал на произведении X×Y. При фиксированном
y ∈ Y рассмотрим задачу минимизации функционала f на множестве M :

f(x, y)→ inf, x ∈M ⊆ X. (2.1)

Положим
a0(y) = {x ∈ X | f(x, y) = V (y) ≡ inf

x∈M
f(x, y)}.

В литературе обычно рассматриваются вопрос непрерывности функции V или многознач-
ного отображения a0, зависящих от параметра y. В [5] подробно исследована непрерыв-
ность функционала V (y), y ∈ Y, когда X и Y — локально выпуклые топологические
пространства, а функционал f(x, y) является выпуклым на произведении X × Y.

Приведем пример, показывающий, что условие выпуклости функционала f существен-
но для непрерывности V.

П р и м е р 2.1. Пусть M = [0, 1], Y = [0, 1], а функционал f задан формулой

f(x, y) =

{
1, если 0 ≤ y ≤ 1

2
,

0, если 1
2
< y ≤ 1.

Очевидно, что f не является выпуклым по совокупности переменных. Для рассматрива-
емой задачи функционал V определяется формулой

V (y) =

{
1, если 0 ≤ y ≤ 1

2
,

0, если 1
2
< y ≤ 1,

и терпит разрыв в точке y = 1
2
.

Следующая теорема описывает поведение множества точек минимумов a0(y)

(см. [6, Предложение 23, с. 125]).

Теорема 2.1. Пусть X — хаусдорфово компактное топологическое пространство,
Y — хаусдорфово топологическое пространство, и функционал f является непрерывным
на X × Y. Тогда функционал V непрерывен, а многозначное отображение a0 полунепре-
рывно сверху.

В условиях теоремы 2.1, если множество a0(x) одноточечно, то однозначное отобра-
жение a0 непрерывно.

При рассмотрении задач вида (2.1), возникающих на практике, необходимо учитывать,
что минимизирующий функционал f бывает известен (вообще говоря) с погрешностью.
Таким образом, на практике приходится иметь дело с «возмущенной задачей» вида (2.1),
состоящей в отыскании «почти оптимального» элемента, т. е. элемента, в котором значение
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минимизируемого функционала мало отличается от его точной нижней грани. Поэтому
для элемента y и числа ε > 0 естественно определить множество

aε(y) = {x ∈M | f(x, y) ≤ inf
x∈M

f(x, y) + ε}. (2.2)

Если M ⊂ Rn — выпуклый компакт, а функционал f(x, y) непрерывен по совокупно-
сти переменных и является выпуклым по x, то, согласно [7, пример 5.10, с. 156], много-
значное отображение aε непрерывно. При таких предположениях в [8] методом проекции
градиентов построены непрерывные селекции отображения aε.

В работе [9] даны условия липшицевости многозначного отображения вида (2.2), ко-
гда f(x, y) — выпуклый полунепрерывный снизу функционал на X × Y, где X и Y —
нормированные пространства.

Как показано в следующем примере, выпуклость по x функционала f(x, y) является
существенным условием для непрерывности многозначного отображения aε,

П р и м е р 2.2. Пусть

f(x, y) = 1 + cos(x+ y), x ∈ [0, 2π], y ∈ R.

Этот функционал не является выпуклым по x. Нетрудно проверить, что отображение

aε(y) = {x ∈ [0, 2π] | cos(x+ y) ≤ ε− 1} (ε ∈ (0, 1))

не является полунепрерывным снизу в точке y = arccos(ε− 1).

3. Непрерывные селекции отображения aε
(случай гильбертова пространства X )

В некоторых из предлагаемых ниже утверждений мы отказываемся от условия непре-
рывности функционала f по совокупности переменных (x, y) и компактности простран-
ства X. Вместо этого будем предполагать, что M — выпуклое замкнутое подмножество
некоторого гильбертова или строго нормированного пространства, и потребуем выпук-
лость функционала f по переменной x. При таких предположениях мы построим непре-
рывные селекции многозначного отображения aε, проходящие через точку (x0, y0), где
x0 ∈ a0(y0).

Приведем пример непрерывного многозначного отображения aε такого, что через лю-
бую точку его графика проходят непрерывные селекции, несмотря на то, что пространство
Y не является паракомпактным.

П р и м е р 3.1. Для каждого a ∈ R зафиксируем сходящуюся к a последователь-
ность {rn(a)}, n ∈ N рациональных чисел, причем если a рационально, то положим
rn(a) = a при всех n ∈ N. Множества Ok(a) = {rn(a), n ≥ k}, где a ∈ R, k ∈ N состав-
ляют базу некоторой топологии Υ на R. В [10, пример 5, с. 18] доказано, что пространство
(R,Υ) не является паракомпактом.

Теперь рассмотрим задачу (2.1), где X = [0, 1], Y = (R,Υ), а f(x, y) = xy. Для этой
задачи отображение aε определяется формулой

aε(y) =


[0, 1], если y = 0,

[0, ε
y
] ∩ [0, 1], если y > 0,

[0, 1] ∩ [1 + ε
y
,+∞), если y<0.
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Нетрудно заметить, что отображение aε непрерывно в смысле топологии Υ, и через лю-
бую точку (x0, y0), x0 ∈ aε(y0) проходят непрерывные селекции.

Если пространство X гильбертово, а Y — произвольное топологическое простран-
ство для построения непрерывных селекций многозначного отображения aε, проходящих
через любую точку его графика, ниже в этом параграфе (см. теорему 3.3) мы будем поль-
зоваться методом проекции градиентов. В методе проекции градиентов функциональная
последовательность xk(y) генерируется по правилу

xk+1(y) = ΠM(xk(y)− αkf ′x(xk(y), y)), x0(y) ≡ x0 ∈M ∀y ∈ Y, (3.1)

где параметр шага αk выбирается определенным образом. Когда пространство X рав-
номерно выпукло, для построения непрерывных селекций отображения aε применяется
метод линеаризации (см. [11]).

Итак, в этом параграфе мы рассмотрим вопрос существования непрерывных селекций
многозначного отображения aε в случае, когда M — выпуклое замкнутое подмножество
гильбертова пространства X, а Y — топологическое пространство (возможно непара-
компактное). Мы покажем, что метод градиентного спуска вида (3.1) является удобным
аппаратом построения таких селекций.

Обозначим через (a, b) скалярное произведение векторов a и b в гильбертовом про-
странстве X. Предположим, что при фиксированном параметре y ∈ Y функция f(·, y)

определена на открытом множестве Ω ⊆ X, содержащем заданное выпуклое замкнутое
множество M.

Теорема 3.1. Пусть выполнены следующие условия:

1) M — выпуклое замкнутое подмножество гильбертова пространства X, а Y —
топологическое пространство;

2) f : Ω × Y → R — функция, производная f ′x(x, y) по Фреше которой непрерывна по
совокупности переменных (x, y);

3) f ′x(x, y) удовлетворяет условию Липшица по переменной x, т. е. существует число
L > 0 такое, что

‖fx(x1, y)− f ′x(x2, y)‖ ≤ L‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈M ∀y ∈ Y ;

4) функция f(x, y) сильно равномерно выпукла по x на множестве M, т. е. существу-
ет число α > 0, такое, что

f(x1, y) ≥ f(x2, y) + (f ′x(x2, y), x1 − x2) +
α

2
‖x1 − x2‖2 ∀x1, x2 ∈M ∀y ∈ Y.

Тогда задача (2.1) для произвольного y ∈ Y имеет единственное решение x∗(y) и отоб-
ражение x∗ : Y →M непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим отображение v : M × Y →M соотношением

v(x, y) = ΠM(x− α

L2
f ′x(x, y)).
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Покажем, что оно удовлетворяет всем условиям теоремы 1.1. Так как оператор проекти-
рования ΠM является сжимающим с константой, равной единице, имеем

‖v(x1, y)− x(x2, y)‖2 = ‖ΠM(x1 −
α

L2
f ′x(x1, y))− ΠM(x2 −

α

L2
f ′x(x2, y))‖2

≤ ‖(x1 − x2)−
α

L2
(f ′x(x1, y)− f ′x(x2, y))‖2 =

‖x1 − x2‖2 + (
α

L2
)2‖f ′x(x1, y)− f ′x(x2, y)‖2 − 2

α

L2
(f ′x(x1, y)− f ′x(x2, y), x1 − x2)

≤ (1 + (
α

L2
)2L2 − 2

α2

L2
)‖x1 − x2‖2 = (1− α2

L2
)‖x1 − x2‖2.

Отсюда непосредственно следует, что отображение V : M × Y →M сжимающее и непре-
рывное. Поэтому, согласно теореме 1.1, существует непрерывное отображение x∗(y), та-
кое, что x∗(y) = v(x∗(y), y) ∀y ∈ Y. Согласно [12, Лемма 2.2, с. 225] точка x∗(y) является
решением задачи 2.1.

Приведем пример, иллюстрирующий теорему 1.2.

П р и м е р 3.2. Пусть X = [0, 1], Y = [−1, 0], функция f задана формулой

f(x, y) =

{
x2, если y = 0,

x2 + xy + 1, если y ∈ [−1, 0].

Очевидно, что эта функция удовлетворяет условиям (2)–(4) теоремы 3.1. Задача (2.1) в
этом случае для произвольного y ∈ Y имеет единственное непрерывное решение x∗(y) =

−y
2
, y ∈ Y. Заметим, что функция f разрывна в точках (x, 0), x ∈ [0, 1].

Следствие 3.1. Пусть множество M ⊂ X выпукло, замкнуто и ограничено, а
f(x, y) — выпуклая по x функция, причем ее производная f ′x(x, y) непрерывна по сово-
купности переменных (x, y) ∈ Ω×Y. Пусть x0 ∈ a0(y0). Тогда существует непрерывное
отображение x : Y →M, такое, что

x(y) ∈ aε(y) ∀y ∈ Y, x(y0) = x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

g(x, y) = f(x, y) + δ‖x− x0‖2,

где δ — некоторое положительное число. Рассмотрим следующую задачу минимизации
по x при фиксированном параметре y :

g(x, y)→ min, x ∈M.

Ясно, что функция g удовлетворяет всем предположениям теоремы 3.1. Поэтому суще-
ствует непрерывное отображение xδ(y) такое, что

g(x, y) ≥ g(xδ(y), y) ∀x ∈M ∀y ∈ Y. (3.2)

Пусть z ∈M. Для произвольного λ ∈ (0, 1) положим

xλ = (1− λ)xδ(y) + λz.
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Подставляя xλ вместо x в неравенство (3.2), получим

f(xδ(y), y) + δ‖xδ(y)− x0‖2 ≤ f(xλ, y) + δ‖xδ(y)− x0‖2

= f
(
(1− λ)xδ(y) + λz, y

)
+ δ‖xδ(y)− x0 + λ(z − xδ(y)‖2 ≤ (1− λ)f(xδ(y), y) + λf(z, y)

+δ
(
‖xδ(y)− x0‖2 + 2λ

(
xδ(y)− x0, z − xδ(y)

)
+ λ2‖z − xδ(y)‖2

)
.

Отсюда следует

f(z, y)− f(xδ(y), y) ≥ 2δ
(
x0 − xδ(y), z − xδ(y)

)
− λ‖z − xδ(y)‖2.

Переходя здесь к пределу при λ→ 0, получаем неравенство

f(z, y)− f(xδ(y), y) ≥ 2δ
(
x0 − xδ(y), z − xδ(y)

)
∀z ∈M ∀y ∈ Y.

Отсюда
f(xδ(y), y) ≤ min

z∈M
f(z, y) + 2δD2,

где D — диаметр множества M. Теперь, если δ < ε
2D2 , то

f(xδ(y), y) ≤ min
z∈M

f(z, y) + ε.

Покажем, что xδ(y0) = x0. Так как xδ(y) — решение вышеуказанной задачи, имеем

f(x, y) + δ‖x− x0‖2 ≥ f(xδ(y), y) + δ‖xδ(y)− x0‖2 ∀x ∈M ∀y ∈ Y.

Полагая здесь x = x0, y = y0, получим

f(x0, y0) ≥ f(xδ(y0), y0) + δ‖xδ(y0)− x0‖2.

Отсюда, если xδ(y0) 6= x0, то f(x0, y0) > f(xδ(y0), y0), но это противоречит тому, что x0
— точка минимума функции f при параметре y0.

Теорема 3.2. Пусть выполнены следующие условия:

1) функция f(x, y) выпукла по x на выпуклом замкнутом и ограниченном подмноже-
стве M гильбертова пространства X;

2) производная f ′x(x, y) непрерывна по совокупности переменных (x, y) и ограничена на
множестве M × Y, т. е. существует число G > 0, такое, что

‖f ′x(x, y)‖ ≤ G ∀(x, y) ∈M × Y.

Тогда для x0 ∈ a0(y0), ε > 0 существует непрерывное отображение x(y) такое, что

f(x(y), y) < V (y) + ε ∀y ∈ Y, x(y0) = x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x∗(y) — решение задачи (2.1). Для построения непре-
рывного отображения x(y) применим метод проекции градиентов (3.1), причем параметр
шага αk выберем следующим образом

αk > 0,
∞∑
k=0

αk = +∞,
∞∑
k=0

α2
k < +∞.



292 Р.А. Хачатрян

Имеем

‖xk+1(y)− x∗(y)‖2 ≤ ‖xk(y)− αkf ′x(xk(y), y)− x∗(y)‖2

= ‖xk(y)− x∗(y)‖2 − 2αk
(
f ′x(xk(y), y), xk(y)− x∗(y)

)
+ α2

k‖f ′x(xk(y), y)‖2.

Просуммируем это неравенство по всем k от 0 до n, где n фиксировано. Получим

‖xn+1(y)− x∗(y)‖2

≤ ‖x0 − x∗(y)‖2 − 2
n∑
k=0

αk
(
f ′x(xk(y), y), xk(y)− x∗(y)

)
+

n∑
k=0

α2
k‖f ′k(xk(y), y)‖2.

Так как функция f(x, y) выпукла по x, справедливо неравенство

f(x, y)− f(xk(y), y) ≥
(
f ′x(xk(y), y), x− xk(y)

)
∀x ∈M.

Поэтому имеем

n∑
k=0

αk
(
f(xk(y), y)− f(x∗(y), y)

)
≤

n∑
k=0

αk
(
f ′x(xk(y), y), xk(y)− x∗(y)

)
≤ 1

2
‖x0 − x∗(y)‖2 +

1

2

n∑
k=0

α2
k‖f ′x(xk(y), y)‖2,

и из этого неравенства следует, что

1∑n
k=0 αk

n∑
k=1

αk
(
f(xk(y), y)− f(x∗(y), y)

)
≤ 1∑n

k=0 αk

(1

2
‖x0 − x∗(y)‖2 +

1

2

n∑
k=0

α2
k‖f ′x(xk(y), y)‖2

)
. (3.3)

Положим

xn(y) =
1∑n

k=0 αk

n∑
k=0

αkxk(y).

Так как функция f выпукла по x, то из (3.3) получим

f(xn(y), y)− f(x∗(y), y) ≤ 1∑n
k=0 αk

(
1

2
D2 +

1

2
G

n∑
k=0

α2
k), (3.4)

где D — диаметр множества M. Правая часть неравенства (3.4) для достаточно больших
n становится меньше ε, поэтому из этого неравенства следует, что

f(xn(y), y) < min
x∈M

f(x, y) + ε.

Поскольку x0 ∈ a0(y0), справедливы равенства

x1(y0) = ΠM(x0 − α1f
′
x(x0, y0)) = x0.

По индукции легко можно установить, что xk(y0) = x0 для любого k. Следовательно,
xn(y0) = x0.
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Теорема 3.3. Пусть выполнены следующие условия:

1) M — выпуклое компактное подмножество гильбертова пространства X, а Y —
топологическое пространство;

2) функция f(x, y) — выпукла по x на множестве M и непрерывна по совокупности
переменных (x, y) на множестве M × Y ;

3) производная f ′x(x, y) непрерывна по совокупности переменных (x, y) на M × Y.
Тогда через любую точку (x0, y0), x0 ∈ aε(y0), проходит непрерывная селекция отобра-
жения aε, т. е. существует непрерывная функция x : Y →M такая, что

x(y) ∈ aε(y) ∀y ∈ Y, x(y0) = x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.1 функция V непрерывна. Поэтому мно-
гозначное отображение aε непрерывно. Если пространство Y паракомпактно, то утвер-
ждение теоремы непосредственно следует из теоремы Майкла. Рассмотрим общий случай,
когда Y — произвольное топологическое пространство.

Из теоремы 3.2 следует, что существует непрерывная функция D(y) такая, что

f(D(y), y) < V (y) + ε, D(y) ∈M ∀y ∈ Y. (3.5)

Положим
T (y) =

{
t ∈ [0, 1] | tx0 + (1− t)D(y) ∈ aε(y)

}
.

Обозначим через t(y) максимальное число множества T (y). Очевидно, что t(y0) = 1, и
поэтому

t(y0)x0 + (1− t(y0))D(y0) = x0.

Докажем, что функция t(y) непрерывна, и это будет означать, что искомой селек-
цией многозначного отображения aε является отображение t(y)x0 + (1 − t(y))D(y). До-
пустим противное. Пусть yk → y и t — предельная точка последовательности {t(yk)}
(т. е. t(ykn)→ t ) такая, что t < t(y). Так как

f(t(y)x0 + (1− t(y)D(y), y)− V (y)− ε ≤ 0,

то отсюда и из (3.5), используя также выпуклость функции f(x, y) по x, получим

f(tx0 + (1− t)D(y), y)− V (y) < ε.

Из этого неравенства вследствие непрерывности функции f для достаточно больших n

имеем
f(t(ykn)x0 + (1− t(ykn))D(ykn), ykn)− V (ykn) < ε.

Зафиксируем n. Используя непрерывность функции f(x, y) по x, можем найти число
δ > 0 настолько малым, что

f
(
t(ykn) + δ

)
x0 +

(
1− (t(ykn) + δ)D(ykn), ykn

)
− V (ykn) < ε,

а это неравенство противоречит определению t(ykn). Таким образом, доказано, что все
предельные точки последовательности {t(yk)} совпадают с точкой t(y). Следовательно,
функция t(y) непрерывна.
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З а м е ч а н и е 3.1. Рассмотрим отображение

b(y) = {y ∈M | f(x, y) ≤ V (y) + ε(y)},

где ε(y) — некоторая положительная функция, зависящая от параметра y. Следующий
пример показывает, что утверждение теоремы 3.3 для такого отображения, вообще говоря,
неверно.

П р и м е р 3.3. Пусть X = [0, 2], Y = [0, 1], ε(y) = y,

f(x, y) =

{
0, если y = 0,

xy + 1, если y ∈ (0, 1].

В этом случае

b(y) =

{
[0, 2], если y = 0,

[0, 1], если y ∈ (0, 1],

a0(0) = [0, 2]. Очевидно, что многозначное отображение b не является полунепрерывным
снизу в точке 0 и через точку (0, 2) не проходит непрерывная селекция отображения b.

4. Непрерывные селекции отображения aε
(случай равномерно выпуклого пространства X )

В этом параграфе мы рассмотрим задачу (2.1) в ситуации, когда пространство X

равномерно выпукло. Напомним, что пространство X называется равномерно выпуклым,
если для любого ε > 0 существует δ(ε) > 0 такое, что из неравенств ‖u‖ ≤ 1, ‖v‖ ≤ 1 и
‖u− v‖ ≥ ε > 0 следует

‖u+ v‖ ≤ 2(1− δ(ε)).

Приведем некоторые свойства равномерно выпуклых пространств, которые нам понадо-
бятся в дальнейшем (подробнее см. [13]).

В равномерно выпуклом пространстве X, если xn → x0 слабо и ‖xn‖ → ‖x0‖, то
xn → x0 сильно. Всякое равномерно выпуклое пространство является рефлексивным.
Пространства Lp (1 < p <∞) являются равномерно выпуклыми.

Лемма 4.1. Пусть X — равномерно выпуклое банахово пространство и p(x) = ‖x‖2.
Тогда p является строго выпуклым функционалом, т. е. если x1 6= x2, то

p(αx1 + (1− α)x2) < αp(x1) + (1− α)p(x2) ∀α ∈ (0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что для некоторых x1 6= x2 имеет место ра-
венство

p(
x1 + x2

2
) =

1

2
p(x1) +

1

2
p(x2). (4.1)

Запишем это равенство в виде

‖x1 + x2‖2 = 2‖x1‖2 + 2‖x2‖2. (4.2)

Используя (4.2), получим

2‖x1‖2 + 2‖x2‖2 ≤ (‖x1‖+ ‖x2‖)2 = ‖x1‖2 + 2‖x1‖‖x2‖+ ‖x2‖2,
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откуда (‖x1‖ − ‖x2‖)2 ≤ 0, т. е. ‖x1‖ = ‖x2‖. Отсюда и из (4.2) следует, что

‖x1 + x2‖ = 2‖x1‖. (4.3)

Но поскольку пространство X строго нормировано, имеет место неравенство

‖ x1
‖x1‖

+
x2
‖x2‖

‖ < 2,

т. е.
‖x1 + x2‖ < 2‖x1‖,

которое противоречит (4.3).
Итак, доказано, что ни при каких x1 6= x2 равенство (4.1) не выполняется. Поэтому,

согласно [14, Теорема 3, с. 3], для любого α ∈ (0, 1) имеет место строгое неравенство

p(αx1 + (1− α)x2) < αp(x1) + (1− α)p(x2),

означающее, что p — строго выпуклый функционал.

Будем обозначать значение линейного непрерывного функционала x∗ ∈ X∗ на элемен-
те x ∈ X через 〈x∗, x〉.

Лемма 4.2. Пусть выполнены следующие условия

1) M — выпуклое замкнутое ограниченное множество равномерно выпуклого банахова
пространства X, Y — топологическое пространство и z : Y → M — непрерывное
отображение;

2) для функции f : X × Y → R производная f ′x(x, y) непрерывна по совокупности пере-
менных (x, y).

Тогда функция

F (x, y) = 〈f ′x(z(y), y), x− z(y)〉+ δ‖z(y)− x‖2, (δ > 0)

при каждом фиксированном y ∈ Y имеет единственный минимум x∗(y) на M и отоб-
ражение x∗ : Y →M непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что функция минимума

W (y) = min
x∈M

F (x, y)

непрерывна.
Пусть y0 ∈ Y, ε > 0. Поскольку F полунепрерывно сверху по совокупности пере-

менных (x, y) , каждой точке x ∈ M можно сопоставить открытые окрестности N(x) и
N(y0) точек x и y0 такие, что

F (x′, y) ≤ F (x, y0) + ε ∀x′ ∈ N(x) ∩M, y ∈ N(y0).

Следовательно,

W (y) = min
u∈M

F (u, y) ≤ F (x′, y) ≤ F (x, y0) + ε ∀x ∈M,
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т. е.
W (y) ≤ W (y0) + ε ∀y ∈ N(y0).

Покажем теперь, что W полунепрерывно снизу в y0. Пусть yn → y0 сильно, а xn → x

слабо. Тогда

F (xn, yn) ≥ 〈f ′x(z(yn), yn)− f ′x(z(y0), y0), yn − y0〉
+ 〈f ′x(z(y0), y0), yn − y0〉+ δ‖z(yn)− xn‖2. (4.4)

Поскольку функционал J(u) = ‖u‖2 слабо полунепрерывен снизу и

〈f ′x(z(yn), yn)− f ′x(z(y0), y0), yn − y0〉 → 0, 〈f ′x(z(y0), y0)yn − y0〉 → 0,

то из (4.4) получаем
lim
n→∞

F (xn, yn) ≥ F (x, y0). (4.5)

Из (4.5) следует, что каждой точке x ∈ M можно сопоставить слабо открытую окрест-
ность N(x) точки x и окрестность Nx(y0) точки y0 такие, что

F (x′, y) ≥ F (x, y0)− ε ∀x′ ∈ N(x) ∩M, ∀y ∈ Nx(y0). (4.6)

Поскольку M — выпукло и замкнуто, то оно слабо компактно в равномерно выпук-
лом банаховом пространстве X. Следовательно, множество M может быть покрыто m

окрестностями N(xi) и, таким образом, множество N =
⋃m
i=1N(xi) является окрестно-

стью множества M. Положим

N(y0) =
m⋂
i=1

Nxi(y0).

Если y ∈ N(y0) и x ∈M, то x ∈ N и, следовательно, x принадлежит некоторому N(xi).

Так как y ∈ Nxi(y0), то из (4.6) следует, что

F (x, y) ≥ F (xi, y0)− ε ≥ W (y0)− ε.

Отсюда
W (y) ≥ W (y0)− ε.

Теперь покажем, что отображение x∗ : Y → M непрерывно. Пусть yn → y0. Тогда
W (yn)→ W (y0). Из этого соотношения, поскольку x∗(yn)→ x∗(y0) слабо и поэтому

〈f ′x(z(yn), yn), x∗(yn)− z(yn)〉 → 〈f ′x(z(y0), y0), x
∗(y0)− z(y0)〉,

получаем
δ‖z(yn)− x∗(yn)‖2 → δ‖z(y0)− x∗(y0)‖2. (4.7)

Так как z(yn) − x∗(yn) → z(y0) − x∗(y0) слабо, то из (4.7) следует, что z(yn) − x∗(yn) →
z(y0)− x∗(y0) сильно, т. е. x∗(yn)→ x∗(y0) сильно.

Теорема 4.1. Пусть выполнены следующие условия:

1) M — выпуклое замкнутое и ограниченное множество равномерно выпуклого банахова
пространства X, а Y — топологический компакт;
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2) функция f(x, y) выпуклa по x;

3) производная f ′x(x, y) непрерывна по совокупности переменных и удовлетворяет усло-
вию Липшица по переменной x, т. е. существует число L > 0, такое, что

‖fx(x1, y)− f ′x(x2, y)‖ ≤ L‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈M ∀y ∈ Y.

Тогда для x0 ∈ a0(y0), ε > 0 существует непрерывное отображение x : Y → M, такое,
что

x(y) ∈ aε(y) ∀y ∈ Y, x(y0) = x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как отображение f ′x(x, y) удовлетворяет условию Лип-
шица по первому аргументу, имеем

|f(x1, y)− f(x2, y)− 〈f ′x(x2, y), x1 − x2〉|

= |
1∫

0

〈f ′x(x2 + θ(x1 − x2), y)− f ′x(x2, y), x1 − x2〉dθ| ≤
L

2
‖x1 − x2‖2. (4.8)

Построим функциональную последовательность {xk(y)} по следующему рекуррентно-
му правилу

x0(y) = y0, xk+1(y) = argmin
x∈M

{〈
f ′x(xk(y), y), x− xk(y)

〉
+
L

2
‖x− xk(y)‖2

}
.

Согласно лемме 4.2 для любого k отображение xk : Y → M непрерывно и, нетрудно
заметить, что xk(y0) = y0. Пусть x∗(y) ∈ a0(y) ∀y ∈ Y. Из (4.8) следует, что

f(xk+1(y), y)− f(xk(y), y) ≤ 〈f ′x(xk(y), y), x− xk(y)〉+
L

2
‖xk+1(y)− xk(y)‖2

≤ min
x∈M

{
〈f ′x(xk(y), y), x− xk(y)〉+

L

2
‖x− xk(y)‖2

}
≤ min

x∈M

{
f(x, y)− f(xk(y), y) +

L

2
‖x− xk(y)‖2

}
. (4.9)

Так как множество M выпуклое, то

[xk(y), x∗(y)] =
{

(1− α)xk(y) + αx∗(y), α ∈ [0, 1]
}
⊆M.

Учитывая это равенство, из (4.9) получаем

f(xk+1(y), y)− f(xk(y), y) ≤ min
x∈[xk(y), x∗(y)]

{
f(x, y)− f(xk(y), y) +

L

2
‖x− xk(y)‖2

}
= f((1− α)xk(y) + αx∗(y), y)− f(xk(y), y) +

L

2
α2‖x∗(y)− xk(y)‖2

≤ −α(f(xk(y), y)− f(x∗(y), y)) +
L

2
α2‖x∗(y)− xk(y)‖2.

Подставляя в это неравенство вместо α значение αk, определенное в теореме 3.2, и затем
просуммируем полученные неравенства по всем k от 0 до n, получим

n∑
k=0

αk(f(xk(y), y)− f(x∗(y), y)) ≤ f(x0, y)− f(xn+1(y), y) +
L

2
D

n∑
k=0

α2
k, (4.10)
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где D — диаметр множества M. Из неравенства (4.10) следует, что

|f(xn+1(y), y)− f(x0, y)| ≤ ‖f ′x(x0, y)‖‖x0 − xn+1(y)‖+
L

2
‖x0 − xn+1(y)‖2

≤ GD +
L

2
D ≡ C1,

где число G такое, что
‖f ′x(x0, y)‖ ≤ G ∀y ∈ Y.

Такое число существует, поскольку производная f ′x(x0, y) непрерывна по y, а Y — ком-
пакт.

Таким образом, правая часть неравенства (4.10) ограничена некоторым числом C2.

Положим

xn(y) =
1

An

n∑
k=0

αkxk(y),

где An =
∑n

k=0 αk. Тогда из (4.10) следует, что

f(xn(y), y)− f(x∗(y), y) ≤ C2

An
.

Так как C2

An
→ 0, для достаточно больших n имеем

f(xn(y), y)− f(x∗(y), y) ≤ ε.

И в заключение заметим, что xn(y0) = x0.
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